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§4 Spingruppen

Im gesamten Abschnitt sei K ein Korper der Charakteristik # 2.

4.1 Symmetrische Bilinearformen

Eine symmetrische Bilinearform ist eine bilineare Abbildung ¢ : V x V — K auf
einem endlichdimensionalen K'-Vektorraum V' mit der Eigenschaft ¢(v,v") = ¢(v’,v)
fiir alle v,v" € V. Die zugehérige quadratische Form ¢ : V — K ist die Abbildung
G(v) = q(v,v). Daraus kann man die Bilinearform durch Polarisierung

q(v,0") = 5(G(v +v") — G(v) — G(v")) 4.1)

zuriickgewinnen. Ein Isomorphismus von symmetrischen Bilinearformen (V,¢q) und
(V',q’) ist ein Vektorraumisomorphismus ® : V. — V' mit ¢/(®(v1), P(v2)) =
q(v1, va) fiir alle v1, vo. Solche Isomorphismen heifen orthogonale Abbildungen oder
Isometrien.

Zwei Vektoren v und v’ stehen beziiglich g senkrecht aufeinander, in Zeichen:
v L o', wenn ¢(v,v") = 0. Analog schreiben wir X 1 X’ fiir beliebige Teilmen-
gen X, X' C V,wennz L 2/ firalle z € X und 2’ € X'. Die Menge der zu einer
Menge S C V senkrechten Vektoren S+ C V ist ein Unterraum. Ein Vektor v € V/
bzw. ein Unterraum W C V heien isotrop, wenn v L v bzw. W L W. Das Radikal
von ¢ ist der Unterraum

rad(q) := V*

Die Form ¢ heiBt nicht ausgeartet, wenn rad(q) = 0. Falls rad(q) # 0, kann man auf
die folgende Weise zu einem nicht ausgearteten Raum iibergehen. Wir setzen V :=
V/rad(q) und g(v,w) := q(v,w), wenn v,w € V Reprisentanten von v, w € V
bezeichnen.

Beziiglich einer Basis v1,...,v, wird ¢ durch eine symmetrische Matrix Q) €
K™ mit Eintréigen Q;; = q(v;, v;) beschrieben. Unter Basiswechsel v; = >, Sj;v;
transformiert sich Q gemiB Q' = S*QS. Die Form q ist genau dann nicht ausgeartet,
wenn det(Q) # 0.

Lemma 4.1 (Existenz einer Orthogonalbasis) — Essei ¢ : V x V — K eine sym-
metrische Bilinearform. Dann gibt es eine Basis v, . .., v, mit q(v;,v;) = \;0;; fiir

gewisse \; € k.

Beweis. Die Behauptung ist trivial, wenn dim(V') = 1. Wir nehmen also an, es sei
dim (V') > 1, und die Behauptung sei schon fiir alle Bilinearformen kleinerer Dimen-
sion gezeigt. Wenn ¢ = 0 ist die Behauptung trivial. Andernfalls gibt es zwei Vektoren
v’ und v” mit g(v’,v"") # 0. Aus der Identitit (4.1) folgt, daB es einen nichtisotropen
Vektor vy € {v/,v",v' + v} gibt. Es sei V/ = vi-. Fiir jeden Vektor v € V gibt es
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eine eindeutige Zerlegung

v = le +', mitv eV,
Q(Ul ) Ul)
Da v, € V’, besteht eine orthogonale Zerlegung V' = (v;) ¢ V'. Nach Induktionsan-
nahme gibt es eine Orthogonalbasis vs, ..., v, von V', und vy, ..., v, ist eine Ortho-
gonalbasis von V. 0
Zusatz 4.2 (Gram-Schmidt Verfahren) — Ist wy, ..., w, eine Basis mit der Eigen-
schaft, daB8 g auf den Rdumen V; = (w1, . .., w;) nicht ausgeartet ist, kann man die Or-
thogonalbasis vy, . . ., v, so wihlen, daB zusiitzlich V; = (vy,...,v;) firi =1,...,n
gilt.
Beweis. Wir konstruieren vy, . . . , v,, rekursiv wie folgt: Es sei v; = w; und
q\ W, V5
i<k q vlv U’L

Damit im nédchsten Schritt nicht durch 0 geteilt wird, ist sicherzustellen, daf} vy, nicht
isotrop ist. Da aber v;, nach Konstruktion senkrecht auf allen v;, 7 < k, steht und da die
Einschrinkung von ¢ auf Vj, = (vy,...,v) nicht ausgeartet ist, kann vy, nicht isotrop
sein. O

Esseiq: V xV — K eine symmetrische Bilinearform mit einer Orthogonalba-
sis v1, . .., v, und Diagonaleintriigen A; = ¢(v;, v;). Ersetzt man die Basis vy, ..., v,
durch skalare Vielfache v] = p;v;, dndern sich die Diagonaleintrige zu A, = q(v}, v}) =

Satz 4.3 — Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und ¢ : 'V XV —
K eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf einem endlichdimensionalen
K -Vektorraum. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis, d.h. eine Basis vy, . .., v, mit
q(vi,vj) = 6;5. O

Satz 4.4 (Sylvesterscher Trigheitssatz) — Es seiq : V XV — R eine reelle symmetri-
sche Bilinearform. Dann gibt es eine Orthogonalbasis vy, . . . , v, mit der Eigenschatft,
daB die Matrix ) = (q(v;,v;)) die folgende Gestalt hat:

I,
Q = —1I,_

O

Dabei hingen die Zahlen n und n_ nicht von der Wahl der Basis ab. Sie sind als die
Dimensionen von maximalen Unterrdumen charakterisiert, auf denen q positiv bzw. ne-
gativ definit ist. Die Spalten- und Zeilenzahl der Nullmatrix O ist gleich dim(rad(q)).O]
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Im Falle einer positiv oder negativ definiten symmetrischen Bilinearform auf einem
reellen Vektorraum kann nur der Nullvektor isotrop sein. Aber schon fiir eine indefinite
reelle Form wie etwa

I,| o

t .
r,y)=xl,y, mitl,, =
q(z,y) p,sY P, <O _1.

) . x,y € RPTS,

gibt es viele isotrope Vektoren. In physikalischen Kontexten spricht man von lichtar-
tigen Vektoren. Sie bilden einen Kegel C' C V/, der die offenen Bereiche V; und V_
der Vektoren v mit g(v) > 0 und ¢(v) < 0 trennt. Man hat Homotopieidquivalenzen
SP~1 — V, und S97! — V_, wobei SP~! und S9! die Einheitssphéren in R & 0
bzw. 0 & R? sind.

Satz 4.5 — Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korperundq : V xV — K eine
nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf einem K - Vektorraum der Dimension
d=2nbzw.d =2n+1.

1. Fallsn > 0, enthalt V nichtttriviale isotrope Vektoren.

2. Jeder maximale isotrope Unterraum hat die Dimension n.

3. Essei W C V ein isotroper Unterraum. Dann 146t sich jede Basis z1,...,%m
von W so zu einer Basis 1, ...,xq von 'V erginzen, daB q(x;, ;) = iyjdt1.
Die Matrix zu g beziiglich der Basis x4, . . ., x4 hat also die Gestalt

00 --- 1

0 1 0

10 --- 0
Beweis. 1. Es sei vq, . .., v, eine Orthonormalbasis zu ¢, m > 2. Dannist v = xz1v; +
...+ Xy, genau dann ein isotroper Vektor, wenn (1, ..., x,,) die quadratische

Gleichung 22 + ... + 22, = 0 lost. Eine nichttriviale Losung ist zum Beispiel x =
(1,/-1,0,...,0).

2. Essei W C V ein isotroper Unterraum. Weil die Form ¢ nicht ausgeartet ist,
gilt dim W + dim W+ = dim V, und aus W C W+ folgt dim W < n. Es sei nun
W ein isotroper Unterraum der Dimension m < n. Dann ist W ein echter Unterraum
in W+ der Kodimension > 2. Nach Schritt 1 besitzt W /W isotrope Vektoren, und
wir konnen induktiv annehmen, annehmen, daB es in W=+ /W einen maximalen iso-
tropen Unterraum L’ der Dimension n — m gibt. Das Urbild L ¢ W+ von L’ unter
der Projektion W+ — WL /W ist ein isotroper Raum der Dimension n. Speziell fiir
maximale isotrope Unterrdume heil3t dies, daf sie n-dimensional sein miissen.

3. Wir konnen ohne Einschriankung annehmen, da8 W ein maximaler isotroper
Raum ist, also die Dimension n hat. Wir wihlen ein Komplement U und unterscheiden
die Fille dim U = dim W und dim U > dim W.



48 Manfred Lehn

Es sei zundchst dim U = n. Weil W isotrop, aber ¢ nicht ausgeartet ist, muf} die
Paarung W x U nicht ausgeartet sein. Man kann also eine Basis y1, ..., ¥, so wihlen,
daB q(xi,yj) = 0itjnt1 =: Jij. Wir machen den Ansatz ,,; = y; + Y, BrjTk.
Dann gilt ¢(x;, 1) = 0i44n+1 unabhingig von der Wahl von B, welches wir also
nur so bestimmen miissen, daf}

0= q(@ntjsnie) = 4, 90) + D BijJo + > Breij.
k k

Mit der Bezeichnung @ := (q(v;,y;)) heift das: B ist so zu wihlen, daB 0 = Q +
J'B + B'J. Dazu geniigt B := —1(J)7'Q.

Der Fall dim U = n + 1 146t sich auf den fritheren Fall zuriickfithren: Es sei
2z € W+ N U nicht trivial. Dieser Vektor kann nicht isotrop sein, sonst wire W+
isotrop, obwohl dim W+ > n. Wir setzen x,,41 := 2/+/q(v, v) und betrachten V' :=
z;;, ;. Die Einschrinkung ¢’ := gy~ ist nicht ausgeartet, und W ist ein maximaler
isotroper Unterraum in V"’ von halber Dimension. GemiB dem vorigen Absatz gibt es
eine Basis T1, ..., %p, Ty 41, .. Th, mit 2, € VN U und q(z4, 25,1 ;) = Sitjnt1
und q(z;,, ;, Tn+k)") = 0. Einfaches Umnumerieren liefert eine Basis

W . o
Tiyeeoy Ty T4y Tnd2 = Tpyq1y-- L2041 = Loy
von V' mit den gewiinschten Eigenschaften. g

Bezeichnet W einen beliebigen Vektorraum und W* seinen Dualraum, so definiert
die Standardpaarung W x W* — K auf der direkten Summe W & W* eine nicht
ausgeartete symmetrische Bilinearform

q((w, @), (W', ¢")) := p(w') + ¢’ (w).

Offenbar sind W und W’ maximale isotrope Unterrdume. Solche Formen heiBen in der
Theorie der quadratischen Formen "hyperbolische Raume’.

Folgerung 4.6 — Ist V' ein geradedimensionaler Vektorraum, dim V' = 2n, mit einer
nicht ausgearteten symmetrischen Bilienarform und einem n-dimensionalen isotropen
Unterraum W, dann gibt es eine Isometrie V. — W & W*, die auf W die Identitit ist.
4.2 Orthogonale Gruppen

Definition 4.7 — Esseiq : V x V — K eine nicht ausgeartete symmetrische Biline-

arform. Die orthogonale Gruppe zur Form ¢ ist die Untergruppe
O(V,q) :={g € GL(V) | q(gv, gv") = q(v,v") fir alle v,v" € V} € GL(V).
Die spezielle orthogonale Gruppe ist die Untergruppe

SO(V,q) := {g € O(V,q) | det(g) = 1} C O(V, q).
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Im Falle der Standardform ¢(v,v’) = v*v” auf V' = K™ schreiben wir kurz
O, (k) :={g € k™" | g'g = I,} D SO, (k) :={g € O,(k) | det(g) = 1}.

Beispiel 4.8 (Spiegelungen) — Es sei ¢ : V X V — k nicht ausgeartet. Dann ist fiir
jeden nichtisotropen Vektor die Spiegelung an v bzw. an der zu v senkrechten Hyper-

ebene durch

sy(x) :==x — 2q(v,x)v
q(v, v)
definiert. Es gelten die Rechenregeln
1. sy(v) = —vund sy|(y+ = id ), insbesondere ist s, € O(V, ¢) und s3 = idy .

2. 5, = sy fiiralle A € k*, und gs,g~! = s,y fiiralle g € O(V, q).

Satz4.9 —Esseiq:V xV — K eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform,
n = dim(V'). Dann ist jedes Element g € O(V, q) Produkt von hochstens 2n Spiege-
Iungen. Wenn es in V' keine nichttrivialen isotropen Vektoren gibt, ist jedes Element

Produkt von hochstens n Spiegelungen.

Beweis. Wir zeigen stirker durch absteigende Induktion: Ist W ein k-dimensionaler
Vektorraum mit g|y = idy und der Eigenschaft, daB ¢|y nicht ausgeartet ist, so ist g
ein Produkt von hochstens 2(n— k) Spiegelungen. Die Behauptung ist fiir k = n trivial.
Es sei also ein k-dimensionaler Unterraum W mit diesen Eigenschaften gegeben, und
die Behauptung fiir alle solcher Unterrdume groferer Dimension schon gezeigt. Falls
W =V, ist nichts zu zeigen. Weil ¢ und ¢|w nicht ausgeartet sind, gibt es einen Vektor
nicht isotropen Vektor v € W+, Weil g|w = idyy, ist auch gv L W. Wegen

q(gv —v,9v —v) + q(gv + v, gv +v) = 2q(gv, gv) + q(v,v) = 4q(v,v) # 0

konnen nicht gv + v und gv — v zugleich isotrop sein. Es sei a := 54, falls gv — v
nicht isotrop ist, und andernfalls a := 4,4, 5,. Dann gilt a|yy = idy und agv = v.
Demnach ist W’ = W& (v) ein Unterraum, auf dem ¢ nicht ausgeartet ist, mit ag|y» =
idy . Nach Induktion ist (ag) ein Produkt von hochstens 2(n — k — 1) Spiegelungen
und folglich ¢ = a~!(ag) ein Produkt von héchstens 2(n — k) Spiegelungen. O

Aufgabe 4.1 — Esseienr,s >0, [, s = (10 _(}S) und
O(r,s) :={g € GL,+s(R) | gtIT,Sg =1 s}
Zu zeigen:
1. O(r, s) ist eine Liegruppe der Dimension ("}*).
2. O(r,s) = O(s, 7).

3. O(r, s) ist nicht kompakt.
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4. O(r, s) hat genau vier Zusammenhangskomponenten, die durch das Vorzeichen
von det(g11) bzw. det(ga2) charakterisiert sind, wenn g € O(r, s) in der Block-

form g = (911 232 ) gegeben ist.

5. mo(O(r,s)) 2 Z/2 x Z)2.

4.3 Universelle Tensorkonstruktionen

Literatur:

Serge Lang: Algebra.

Die freie assoziative Algebra. Es sei K ein Korper. Fiir K-Vektorraume V und W
gibt es einen mit V' ® W bezeichneten K-Vektorraum und eine bilineare Abbildung
p:V xW — V @ W mit der universellen Eigenschaft, daB es zu jeder bilinearen
Abbildung ¢ : V xW — U eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ : VW —
U mit ¢ = @ o p gibt. Das Paar (V ® W, p) ist wie stets in solchen Fillen durch die
universelle Eigenschaft eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus gekennzeichnet.
Man beachte, daf der Raum V' ® W zwar von Vektoren der Form v @ w := p(v, w)
aufgespannt wird, daf} aber ein beliebiges Element in V ® W sich im Allgemeinen nicht
so schreiben 14Bt, sondern vielmehr eine Linearkombination der Form ; Vi ® w; ist.

Aus der Eindeutigkeit des Tensorprodukts folgt dann insbesondere leicht, dal es
genau einen Isomorphismus (V@ W) @U - V@ (W U)mit(v@w)@u— v ®
(w®w) gibt. Wir kénnen also im Folgenden alle Klammerungen von Tensorprodukten
fortlassen und zum Beispiel W1 ®...®@ W, fiir das Tensorprodukt von Rdumen W7,.. .,
W, schreiben. Insbesondere setzen wir V®™ fiir das n-fache Tensorprodukt von V'
mit sich selbst und vereinbaren V®° = K und V®! = V. Es gibt dann kanonische
Isomorphismen V" @ V®m > @(ntm)

Der graduierte Vektorraum TV = @, -, 7"V mit T"V = V" mit der kano-
nischen Verkniipfung 7"V x T™V — T ™V heiBt Tensoralgebra von V. Sie ist
assoziativ und hat die folgende universelle Eigenschaft: Es sei¢ : V' — T'V der kano-
nische Isomorphismus auf 71V, Ist j : V — A eine lineare Abbildung in eine beliebi-
ge assoziative k-Algebra A mit 1, so gibt es genau einen k-Algebrenhomomorphismus
a:TV — Amitaoi = j.Dabeiist a(v; ®...Qv,) = j(v1)-...-j(v,). Um diese Ei-
genschaft zu betonen, spricht man hédufig von der freien assoziativen Algebra, die von
V' frei erzeugt wird. Die Tensoralgebra dient uns als Ausgangspunkt zu zahlreichen
algebraischen Konstruktionen.

Besitzt V' eine Basis vy, ..., v, so hat 7"V eine Basis der Form v;;, ® ... ® v;,
mit 1 <i; < /firj =1,...,n. Insbesondere ist dim(7"V) = dim(V)".

Die symmetrische Algebra. Es sei I C TV das zweiseitige Ideal, das von allen
Elementen der Form z @ y — y ® = mit x,y € V erzeugt wird. Weil alle Erzeuger

homogen vom Grad 2 sind, ist auch das Ideal / homogen, d.h. mit der Bezeichnung



Geometrie von Gruppen, Wintersemester 201 1 51

I" ;= I NT™V gilt daher I = €, I"™. Ebenso sicht man I° = 0 und I' = 0. Die
assoziative Faktoralgebra SV := T'V/I erbt daher eine Graduierung, SV = @, S"V
mit S"V = T"V/I". AuBerdem ist S°V = TV = K und S'V = T'V = V. Die
graduierte Algebra SV heifit symmetrische Algebra von V.

Es bezeichne 7 : TV — SV die Projektion. Wir schreiben vy - - - vy, fiir 7(v; ®
... ® vg. Weil

’U1®...®1}2‘®’U,j+1®...®vk7U1®...®U¢+1®Ui®...®’0k

im Ideal J liegt, gilt vy - - -V V41 -+ Vg = V1 - - Vi1V - - - Vg 1N S*V. Und weil die

Symmetrische Gruppe S) von Transpositionen erzeugt wird, gilt allgemeiner

V1V = vo(l) ot 'va(k:)

fiir beliebige Permutationen o. Daraus folgt unmittelbar: Die Multiplikation in SV ist
assoziativ und kommutativ. Wenn wir mit j : V — SV die kanonische Inklusion
bezeichnen gilt nun analog zum Fall der Tensoralgebra:

Satz 4.10 (Universelle Eigenschaft der symmetrischen Algebra) — Zu jeder linea-
ren Abbildung f : V — A in eine assoziative Algebra mit 1 mit der Eigenschaft
f(@)fly) = f(y)f(zx) fiir alle x,y € V gibt es genau einen Algebrenhomomorphis-
mus F': SV — A mit F o j = f. Insbesondere ist V 2y SV durch diese Eigenschaft

bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmt.

Beweis. Wegen der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra gibt es ndmlich genau
einen Algebrenhomomorphismus ® : TV — A mit ® o j = f. Nach Voraussetzung
liegen die Erzeuger x ® y — y ® x des Ideals I im Kern von ®. Aber dann liegt auch das
ganze zweiseitige Ideal 7 im Kern von ®, und ¢ muf iiber Abbildungen 7 : TV — SV
und F : SV — A faktorisieren. Ist andererseits F’ : SV irgendeine Algebrenabbil-
dung mit F" o j = f, so besitzt I o 7 dieselbe Eigenschaft wie ®, muB also wegen der
Eindeutigkeit von ® mit ® iibereinstimmen. Daraus folgt F’ = F. (]

Sind A und B graduierte Algebren, so erbt A ® B eine Graduierung
(Ao B)":= P A*w B’
k+é=n

und ein Produkt
(a®b) (d @V) = (ad') @ (b).

Wenn die Produkte in A und B beide assoziativ bzw. kommutativ sind, gilt dasselbe
fiir das Produkt in A ® B.

Satz 4.11 — Es gibt genau einen Isomorphismus S(V & W) — SV ® SW von K -
Algebern, der sich auf V@ W zur identischen Abbildung nachV @ K & K @ W
einschrinkt.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dal SV ® SW dieselbe universelle Eigenschaft wie
S(V @ W) besitzt. Es seialso f : V@ W — A eine lineare Abbildung in eine kommu-
tative und assoziative Algebra mit 1. Dann gibt es genau einen Algebrenhomomorphis-
mus Fy : SV — A, der f|y fortsetzt, ebenso genau einen Algebrenhomomorphismus
Fyw : SW — A, der f|w fortsetzt. Weil die Bilder Fy (SV') und Fyy (SW) unterein-
ander kommutieren, ist die einzig denkbare Fortsetzung F(a ® b) := Fy (a) - Fyy (b)
fir a € SV und b € SW tatsédchlich ein Homomorphismus. Weil jeder Algebren-
homomorphismus G : SV ® SW auf SV ® K mit Fy, und auf K ® SW mit Fy
tibereinstimmen muB, gilt auch G = F. O

Folgerung 4.12 — Besitzt V eine endliche Basis vy, . .. ,v,, so hat S*V eine Basis
aus Elementen vfl -~-va" mitk; € No und k1 + ... + k,, = k. Insbesondere ist
dim S*V = (M.

n—1

Beweis. Falls V' = (v), hat TV eine Basis aus den Elementen 1,v,v%2, v®3 .. . In
diesem Falle ist I = 0 und 7V = SV. Die Behauptung ist dann sicher richtig. Der
allgemeine Fall ergibt sich jetzt durch Induktion iiber die Dimension von V': Ist die
Behauptung fiir V' schon gezeigt, so folgt sie fiir V' = V' & (v) aus dem obigen Satz
wegen
SV =SV e S Vv e SFTV IV e L e KoP
0

Die duBere Algebra. Es sei J C TV das zweiseitige Ideal, das von allen Elementen
der Form =z ® x, x € V, erzeugt wird. Weil alle Erzeuger homogen vom Grad 2 sind,
ist auch das Ideal J homogen. Mit der Bezeichnung J™ := J NT"V gilt daher J =
@,, J". Ebenso sicht man J° = 0 und J* = 0. Die assoziative Faktoralgebra AV :=
TV /J erbt daher eine Graduierung, AV = @, A"V mit A»V = T"V/J". Aulerdem
ist A%V =T°V = Kund A'V = T'V = V. Die graduierte Algebra AV heift duBere
Algebra von V.

Es bezeichne © : TV — AV die Projektion. Wir schreiben v A ... A vy fiir
m(v1 ® ... ® vg). Nach Konstruktion ist v A v = 0. Wie iiblich folgt hieraus

VLA AR =8g0(0) Vg (1) A A Vg ()
fiir beliebige Permutationen . Die Multiplikation in AV ist daher antikommutativ. Es
gilt
oA = ()Y A g
fiir homogene Elemente ¢, ¢ € AV vom Grad |¢| bzw. |¢)|. Wenn wirmitj : V — AV

wieder die kanonische Inklusion, bezeichnen gilt analog zum Fall der Tensoralgebra
und der symmetrischen Algebra:

Satz 4.13 (Universelle Eigenschaft der dufleren Algebra) — Zu jeder linearen Abbil-
dung f : V — A in eine assoziative Algebra mit 1 mit der Eigenschaft f(z)? = 0 fiir
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allex € V gibt es genau einen Algebrenhomomorphismus F' : AV — Amit Foj = f.
Insbesondere ist V 2> AV durch diese Eigenschaft bis auf eindeutigen Isomorphismus
eindeutig bestimmt.

Beweis. Ganz analog zum Fall der symmetrischen Algebra. ]

Es seien A und B zwei antikommutative graduierte Algebren. Damit das Tensor-
produkt A ® B mit der iiblichen Graduierung wieder antikommutativ wird, miissen wir

es wie folgt abindern:
(a®b)- (@ ©b) = (~1)P11(ad’) ® ().

Wir bezeichnen das Tensorprodukt der Algebren mit der auf diese Weise abgeédnderten
Multiplikation durch das Symbol A & B.

Satz 4.14 — Es gibt genau einen Isomorphismus A(V & W) — AV ® AW von K-
Algebren, der sich auf V & W zur identischen Abbildung nach (V @ K) ® (K @ W)
einschrankt.

Beweis. Ganz analog zum Fall der symmetrischen Algebra. (]
Folgerung 4.15 — Besitzt V eine endliche Basis vy, . .. ,v,, so hat AFV eine Basis
aus Elementen v;; A --- Av;, mitl <ip < ... < i, < n. Insbesondere findet man
dim AV = (}) und dim AV = 24mV,

Beweis. Falls V = (v), hat TV eine Basis aus den Elementen 1, v, v®2 v®3 ... Weil

v ® v das Ideal J erzeugt, folgt A°V = K, A'V = (v) und A*V = 0 fir k > 2.
Die Behauptung ist in diesem Falle sicher richtig. Der allgemeine Fall ergibt sich jetzt
durch Induktion iiber die Dimension von V': Ist die Behauptung fiir V'’ schon gezeigt,
so folgt sie fir V =V’ & (v) wegen

APV = APV A 1@ APV A

4.4 Cliffordalgebren

Atiyah, Bott, Shapiro: Clifford Modules.

Cliffordalgebren wurden 1876 von William Clifford erfunden mit der Idee, hoher-
dimensionale Verallgemeinerungen der komplexen Zahlen und der Quaternionen zu
schaffen. Es handelt sich um eine auf den ersten Blick kleine Modifikation der Kon-
struktion der dufleren Algebren, die aber zu einem wesentlich verschiedenen algebrai-
schen Verhalten fiihren.
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Konstruktion der Cliffordalgebren. Dazu sei ¢ : V x V — k eine symmetrische
Bilinearform. Wir betrachten in TV das zweiseitige Ideal .J, das von allen Elementen
der Form

v@uv—q(v,v)-1, veV

erzeugt wird. Geméal der Polarisierungsformel (4.1) liegen in J auch alle Elemente der
Form
v W+ wv—2¢(v,w) - 1.

Der Quotient C1(V, ¢) := T'V/J ist eine assoziative k-Algebra mit 1, die von den Bil-
dern der kanonischen Abbildung i : V' — TV — V erzeugt wird. Wir schreiben die
Verkniipfung in C1(V, ¢) mit einem Multiplikationspunkt, oder lassen die Bezeichnung
der Verkniipfung ganz weg. Indem wir Elemente v € V' mit ihren Bildern in C1(V q)
identifizieren, bestehen also in Cl(V, ¢) die Relationen:

v =q(v,v) und wvw=—wv+2q(v,w) firv,wecV.
Die Multiplikation in CI(V/ ¢) ist also im allgemeinen nicht kommutativ. Sind v und
w orthogonal, so antikommutieren die Elemente. C1(V/, ¢) heifit die Cliffordalgebra zur

Form gq.

Satz 4.16 (Universelle Eigenschaft der Cliffordalgebren) — Es sei (V, q) eine symme-
trische Bilinearform, C1(V, q) die zugeordnete Cliffordalgebra undi : V — Cl(V, q)
die kanonische Abbildung. Ist f : V — A eine lineare Abbildung in eine assoziative
Algebra mit 1 mit der Eigenschaft, daB f(v)? = q(v,v)14 fiir alle v € V, so existiert
genau ein Algebrenhomomorphismus F : C1(V,q) — A mit F o i = f. Insbesonde-
reisti : V. — Cl(V,q) durch diese Eigenschaft bis auf eindeutigen Isomorphismus

eindeutig bestimmt.

Beweis. Wie friiher. O

Die Erzeuger v ® v — ¢(v,v) sind nicht homogen beziiglich der Z-Graduierung
auf T'V, wohl aber beziiglich der Z/2-Graduierung, die durch Zusammenfassung der
geraden und der ungeraden Teile entsteht:

w=p mve 1V

m gerade 'm ungerade

Das Ideal J istin diesem Sinne Z /2 homogen, und C1(V; q) erbt eine Z/2-Graduierung.
Cl(V.q) = CI(V,q) & CI'(V,q).

Elemente in den beiden Summanden heiflen gerade bzw. ungerade. Die Summanden

werden jeweils von Produkten v - - - v,,, erzeugt, wobei m gerade bzw. ungerade ist.
Da in der Definition der Multiplikation fiir die Algebren A ® B die Graduierung der

Elemente nur mod 2 einging, 146t sich die Definition wortlich auf den Fall zweier nur

7 /2-graduierter Algebren erweitern. In diesem Sinne gilt:
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Satz4.17 — Ist V = V' @ V" eine orthogonale Zerlegung beziiglich der symmetri-
schen Bilinearform q auf'V, so gibt es genau einen Algebrenisomorphismus

CI(V,q) — CI(V', qlv) @ CU(V"  q|vn),
der auf V' und V" die Identitiit induziert.

Beweis. Wie im Falle der duBeren Algebra. DaB die Zerlegung V' & V" orthogonal
ist, wird dafiir gebraucht, daf Elemente v" € V' und v” € V", die im Tensorprodukt

auf der rechten Seite antikommutieren, auch in der Cliffordalgebra auf der linken Seite

antikommutieren. O
Satz 4.18 — Es sei g eine symmetrische Bilinearform auf V und vy, . .., v, eine Or-
thogonalbasis. Dann bilden die Elemente vy := v;, - - v;,, wo I = {iy,..., i} mit
i1 < ... < iy die Teilmengen von {1, ... ,n} durchliuft, eine Basis von C1(V, q). Ins-

besondere gilt dim C1(V, q) = 24™ V| AuBerdem haben der gerade und der ungerade
Teil von Cl(V, q) dieselbe Dimension. Weiter gelten die Rechenregeln

ViV; = —U;jV; fiir i 75 j, und VIvg = + H )\z CUIAT,
ielnJ

wobei \; := q(vi,v;) = v? fiiri=1,...,n.

Im Satz bezeichnet I A J := I U J \ I N J die symmetrische Differenz der In-
dexmengen. Das Vorzeichen + Hie 1A i - v1ag hiingt davon ab, wieviele Faktoren
aneinander vorbei gezogen werden miissen, um sie in dem zusammengesetzten Pro-

dukt v;v; zu ordnen.

Beweis des Satzes. Fiir einen eindimensionalen Vektorraum V' mit Basiselement v ist
TV zum Polynomring K [z] in einer Unbestimmten isomorph. Das Ideal J = (v®v —
q(v,v)) entspricht dabei dem Hauptideal (22 — \), wenn A\ = ¢(v, v). Insbesondere ist
Cl(V,q) = K|x]/(z* — \) zweidimensional und hat eine Basis aus den Elementen 1
und v. Die Behauptung fiir den allgemeinen Fall folgt dann aus dem Isomorphismus

CL(V,q) = Cl((v1)) ® ... & Cl({vn))

durch Induktion iiber dim (V). O

Beispiel 4.19 — Es sei (), die Cliffordalgebra zur reellen symmetrischen Bilinearform
mit der Matrix —I,, beziiglich der Standardbasis ey, . .., e, auf dem R™. Folglich gilt
dimg C,, = 2™. Genauer gilt:

® C():R

e C; 2 C,denne? = —1.
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e Cy 2 H, wenn wir e; — 4, es — jund ejes — ij = k senden. In der Tat ist

e =—1,e2 = —1, (e1e2)? = —efe2 = —1und e1e3 = —egey.

Zentraleinfache Algebren. Literatur: Draxl: Skew fields. Weil: Basic number theory.

Definition 4.20 — Eine zentral einfache K-Algebra ist eine assoziative K -Algebra

mit 1 von endlicher K-Dimension und den folgenden Eigenschaften:
1. Aist einfach, d.h. A besitzt keine zweiseitigen Ideale auBler (0) und (1).
2. Z(A) =K.

Beispiele von zentral einfachen Algebren sind endlichdimensionale Schiefkorper

mit Zentrum K, Matrizenringe, oder, wie wir in Kiirze sehen, gewisse Cliffordalgebren.

Satz 4.21 — Mit A und B ist auch A ® B eine zentraleinfache K -Algebra.

Beweis. Es sei x = ), a; ® b; ein nichttriviales zentrales Element in A ® B. Ohne
Einschrinkung seien die Elemente b; linear unabhéngig. Fiir jedes a € A gilt dann

0= (a®1)x—x®a:Z(aai —a;a) ®b;.
Weil die b; linear unabhingig sind, hat man aa; = a;a fiir jedes i, d.h. alle a; sind
zentrale Elemente in A und somit Skalare aus K. Damit hat « die Form z = 1 ® b und
ist genau dann zentral, wenn b zentral in B ist. Aber dann ist z ein Skalar. Das zeigt:
Z(A® B) =K.

Es sei I C A ® B ein nichttriviales zweiseitiges Ideal und x = ZZ":l a; @ b; ein
nichttriviales Element in I mit minimaler Anzahl n von Summanden. Weil A einfach
und a; # 0 ist, gibt es Elemente ¢;,d; € A mit ), cjaid; = 1. Dann liegt auch
' =3(c;@)z(d;®1) =1®@b1 + 3, aj ® b; im Ideal 1.

Falls alle a; € K, hat 2’ die Form 2’ = 1 @ b'. Weil (V') = B, folgt (1 ® V') =
A ® B. Falls andererseits a5 ¢ K, gibt es ein ¢ mit aa), — aha # 0. Dann widerspricht
" =(a@)r—x(a®1)=>",.5(aa; — a;a) ® b; der Minimalitit von x. Der Fall
tritt also nicht auf. Deshalb ist A ® B einfach. g

Satz 4.22 (Wedderburn) — Fiir jede zentral einfache K -Algebra gibt es einen bis auf
Isomorphie eindeutigen Schiefkérper D und einn € N mit A = M, (D) =2 D ®k
My (K).

Beweis. Es sei A eine zentral einfache K -Algebra und a ein minimales nichttriviales
Rechtsideal. Ein solches existiert, weil A endlichdimensional ist. Fiir jedes x € A ist
die Linksmultiplikation x- : @ — A eine rechts- A-lineare Abbildung. Weil a minimal
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ist, ist der Kern gleich a oder 0, d.h. das Bild ist entweder 0 oder ein zu a isomor-
phes minimales Rechtsideal xa. Die Summe » __ , wa ist ein nichttriviales zweiseiti-
ges Ideal in A, also A. Jede Summe von von minimalen Idealen ist eine direkte Sum-
me von minimalen Idealen iiber eine endliche Teilmenge der Indexmenge, d.h. es gibt
xy,...,x, mit A = @, ;. Insbesondere ist A als A-Rechtsmodul isomorph zu a™.
Jeder Endomorphismus von A als A-Rechtsmodul hat die Form

pla) =p(1-a) = p(1)a,

ist also als Linksmultiplikation mit dem Element ¢ (1) gegeben. Deshalb gibt es Alge-

brenisomorphismen
A= Ends(As) 2 Endy(a™) 2 M, (Enda(a)) = M, (D).

Dabei bezeichnet A 4 der Deutlichkeit halber den A-Rechtsmodul A und D := End 4(a).
Weil a minimal ist, ist fiir jeder Endomorphismus ¢ : a — a entweder ein Isomorphis-
mus oder die Nullabbildung, weil Kern und Bild von v entweder gleich 0 oder gleich
a sind. Daraus folgt, da3 D ein Schiefkorper ist. (]

Satz 4.23 (Artin-Whaples) — Ist A zentral einfach, so ist auch die entgegengesetzte
Algebra A°P, d.h. A mit der Multiplikation a o b := ba, zentral einfach, und es gilt
A® AP = EndK(A) = MdimA(K)~

Beweis. Die erste Aussage ist klar. Die Abbildung 1) : A® A°P — Endg (A4), ¥ (a®b) :
x +> axb, ist ein nichttrivialer K-linearer Algebrenhomomorphismus. Der Kern von
1) ist ein zweiseitiges echtes Ideal von A ® A°P, und weil A @ A°P einfach ist, ist
ker(+)) = 0. Und weil A ® A°? und Endk (A) dieselbe Vektorraumdimension haben,
ist ¢ ein Isomorphismus. O

Insbesondere ist das Tensorprodukt D’ ® jr D" zweier Schiefkorper mit Zentrum K
im allgemeinen zwar kein Schiefkorper mehr, es gibt aber einen eindeutig bestimmten
Schiefkérper D mit D' ® g D" = M, (D). Das legt die folgende Konstruktion na-
he: Zwei zentral einfache K -Algebren A und B heiBen #quivalent, wenn M,,(A4) =
M,,,(B) fiir geeignete n,m € N. Dann liegt in jeder Aquivalenzklasse genau ein
Schiefkorper. Es bezeichne Br( K ) die Menge der Aquivalenzklassen von zentral einfa-
chen K'-Algebren. Darauf ist durch [A4] - [B] := [A ® i B] eine wohldefinierte kommu-
tative und assoziative Verkniipfung mit Neutralelement [K] gegeben. Nach dem Satz
von Artin-Whaples ist [A°P] ein Inverses zu [A]. Mit dieser Verkiipfung versehen, wird

Br(K) zu einer Gruppe, der Brauergruppe des Korpers K.

Beispiele 4.24 — 1. Die einzigen Schiefkorper von endlicher Dimension iiber R sind
R, C und H. Davon sind nur R und H zentral einfache R-Algebren, denn C hat das

Zentrum C. Konjugation ist ein Algebrenisomorphismus H — H°P. Mit dem Satz von
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Artin-Whaples folgt
Her H>Heg HP = Endg (H) = My(R) ~ R.

Deshalb ist [H]|? = [H][H°P] = [R]. Insgesamt ist Br(R) = Z/2.

2. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, so ist Br(K) = 0. Dazu ist
zu zeigen, daB} es keine Schiefkdrper D mit Zentrum K von endlicher Dimension
[D : K] > 1 gibt. Andernfalls wihlen wir @ € D \ K. Dann ist K[a] C D ein
Integrititsbereich von endlicher Vektorraumdimension iiber K, also eine endliche Kor-
pererweiterung, im Widerspruch dazu, dal K algebraisch abgeschlossen ist.

3. Ist K ein endlicher Korper, so ist Br(K) = 0. Das ist eine Konsequenz eines
Satzes von Wedderburn: Jeder endliche Schiefkorper ist kommutativ. Einen Beweis
findet man auf der ersten Seite des Buches Basic Number Theory von André Weil.

4. Brauergruppen von Zahlkorpern sind sehr grof3.

Struktur der Cliffordalgebren. Im Folgenden sei (V, ¢) eine nicht ausgeartete Bili-
nearform iiber einem Korper K und C' = Cl(V, q) die zugehorige Cliffordalgebra mit
der Zerlegung C = C° @ C' in ihren geraden und ungeraden Anteil. Wir fixieren
eine orthogonale Basis vy, ..., v, und setzen zur Abkiirzung [n] := {1,...,n} und

W I= Uy = V1 - Up. Weiter sei

n

v2=:)\; und %= (—1)(2))\1 A, =1 AL

Weil ¢ als nicht ausgeartet vorausgesetzt ist, sind alle vy, I C [n], invertierbar, zum
Beispiel gilt

_ 1 _ 1

il X i Uijlz_A%A.vij-

i )

Unter Konjugation vy — vrv JUI_l geht v bis aufs Vorzeichen in sich iiber, und das
Vorzeichen hingt von Anzahl der Paare (i, j) € I x J von verschiedenen Indizes i und
7 ab. Genauer gilt

'U]'UJ’U;l _ (_1)|I|.‘J\7|IQJ\,UJ.

Im Folgenden bezeichnet Z(A) das Zentrum einer assoziativen K -Algebra A, also
die Unteralgebra aller Elemente, die mit allen anderen Elementen von A vertauschen,
und allgemeiner Z 4 (B) den Zentralisator einer Teilmenge B C A, das ist die Unteral-

gebra aller Elemente in A, die mit allen Elementen von B vertauschen.

Lemma 4.25 — Es gilt:
1. Zo(C%) = k @ ke
2. Falls dim (V') gerade: Z(C)=k und Z(C% =k® kw.

3. Falls dim(V) ungerade: Z(C)=k®kw und Z(C°)=k.
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Beweis. Ein Element a = ), ayvy liegt genau dann in Z(C'), Z(C?) bzw. Zc(C?),
wenn dies fiir jedes in a mit nichttrivialem Koeffizienten vorkommende Monom v; gilt.

Das Monom v liegt genau dann in Z¢(C?), wenn vi]»v]vi;l = vy fiir alle zwei-
elementigen Teilmengen {4, j} C [n], was nach der Voriiberlegung auf die dquivalente
Bedingung 2|J| + |[J N {3,j}| = |J N {i, 5} = 0 mod 2 fiir alle i # j fiihrt. Of-
fenbar muf} J also jede zweielementige Indexmenge entweder enthalten oder zu ihr
disjunkt sein. Das trifft genau auf die Mengen J = () und J = [n] zu. Das zeigt
Zc(CO) =k ] kw.

Die Behauptungen iiber Z(C") ergeben sich daraus wegen Z (C?) = C°NZc(CP).
Und Monome v; € Z(C) C Zc(Cp) zeichnen sich durch die zusitzliche Eigenschaft
vivgv; b =wyalso |J| 4+ |[J N {i}| =0 mod 2 fiir alle i € [n] aus. Diese Bedingung
ist fiir J = () immer erfiillt und fiir J = [n] genau dann, wenn n ungerade ist. ]

Wir konnen das Lemma verwenden, um die Abhéngigkeit des Elements vp,; von
der Wahl der Orthogonalbasis vy, ..., v, zu kldren. Dazu betrachten wir eine zweite

Orthogonalbasis v}, ..., v, deren Relation zur ersten durch die Gleichungen v, =

» Umo

>_; Bjiv; wiedergegeben wird. Man erhlt

W =), = det(B)w + Z Hnyvg.
J#[n]

Weil aber w’ gemiB den obigen Uberlegungen im Zentralisator von C? liegt, der von
w und 1 aufgespannt wird, kann dies nur w’ = det(B)w + £ fiir ein 8 € k bedeuten.
Quadrieren liefert A’ := w'®> = (82 + det(B)2A) + 28det(B)w € k. Somit ist
B = 0. ZusammengefaBt: w’ = det(B)w und A’ = det(B)?A. Insbesondere ist die
Restklasse von

A= 10)EA -,

in K*/K*? unabhingig von der Wahl der Orthogonalbasis und heit die Diskrimi-
nante der Form q. Die Bedeutung der Diskriminante ist die folgende: Das Element w
ist Nullstelle des Polyonoms 72 — A € K|[T]. Wenn die Diskriminante nicht ver-
schwindet, ist dieses Polynom irreduzibel und somit K := K & Kw = K [V/A] eine
quadratische Korpererweiterung von K. Wenn dagegen die Diskriminante verschwin-
det, gibt es in K eine Quadratwurzel x4 von A, und wir kénnen die Elemente

1 w
UL 1= — 1:|:>
2( I

mit den Eigenschaften u; +u_ = 1, uyu_ = 0, uf = uy, u? = u_ bilden. Die

Elemente v und u_ sind also Idempotente und fiithren zu einer Zerlegung
K& Kw=Kuy x Ku_.

Die Existenz einer solchen Zerlegung und bis auf eine Vertauschung der Faktoren auch
die Zerlegung selbst sind unabhingig von der Wahl der Orthogonalbasis.
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Lemma 4.26 — Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

1. Wenndim V gerade ist oder A ¢ K *2, ist C eine einfache Algebra. Andernfalls

ist C = C'uy x Cu_ eine Zerlegung in ein Produkt von einfachen Algebren.

2. Wenn dim V ungerade ist oder A ¢ K*2, ist C° eine einfache Algebra. An-
dernfalls ist C° = C°u, x C%u_ eine Zerlegung in ein Produkt von einfachen
Algebren.

Beweis. 1. Es sei a ein nichttriviales zweiseitiges Ideal in C'. Sobald a ein einzelnes Mo-
nom v; enthilt, ist a das Einsideal, weil I > v? = (—1)(‘9) [1;c; Ai- Wir betrachten
also ein Element @ = ) ; ayv; € a mit einer minimalen Anzahl von in a tatsichlich
vorkommenden Monomen und nehmen an, diese Anzahl sei > 2.

Fiir jeden Index ¢ liegt auch a £ v;av;” !in a. Damit diese neuen Idealelemente der
Minimalitét von a nicht widersprechen, miissen fiir alle in a vorkommenden Monome
vy die Vorzeichen in

vivﬂ);l = *dvy

fiir jedes 7 jeweils gleich ausfallen. D.h. die Paritiit von |.J| — |J N {i}| muB fiir alle
Monome v in a jeweils gleich sein. Es seien v; und v verschiedene in a vorkom-
mende Monome. Indem man ¢ € J \ K oder i € K \ J wihlt, sieht man, da$ |J| und
| K| verschiedene Paritiit haben miissen. Wennes ¢ € J N K oder i € [n] \ (JU K)
gibt, miissen |J| und | K| dagegen gleiche Paritiit haben. Das ist nur méglich, wenn n
ungerade ist und J und K komplementire Teilmengen in [n] sind. Das Element a hat
dann die Form a = av; + Bvy mit J = [n] \ J. In diesem Fall enthilt a auch das
Element

(avy + Bug)(avy — Puz) = o £ 2aBvy,.

Wir schliefen: Ein nichttriviales zweiseitiges Ideal a C C' ist entweder das Einsideal,
oder n ist ungerade und a enthilt ein Element u = o + Svp,) mit a8 # 0. Wir unter-
suchen den zweiten Fall genauer. Mit u liegt auch uv,) = A8 + avy,) in a. Wenn die

a B _ 2 2
det()\ﬁ a>a B

nicht verschwindet, erhélt man aus v und vy, durch Linearkombination das Einsele-

Determinante

ment, so da} a wieder das Einselement ist. Andernfalls besitzt A in K eine Quadrat-
wurzel, d.h. die Form ¢ hat eine triviale Diskriminante. Die gerade gefiihrte Rech-
nung zeigt, dal in diesem Falle a eine der beiden frither definierten Idempotenten
Uy = % (1 + %v[n]) enthilt. Das Ideal a ist also eine der beiden Komponenten der
Zerlegung C' = Cuy x Cu_.

2. Die Argumentation verlauft fiir C° vollig parallel: Wir miissen fiir Monome v
L= 4y J

untersuchen. Das Vorzeichen hingt nur von der Paritdt von |J N {7, j}| ab. Das zwei

mit ausschlieBlich geradem |J das Vorzeichenverhalten von v;v;vv;—1v;”
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verschiedene Monome J und K dasselbe Vorzeichenverhalten fiir alle zweielementi-
gen Teilmengen haben, ist nur moglich, wenn n gerade ist und K = .J, usw. (]

Wir fassen die Ergebnisse der obigen Diskussion wie folgt zusammen:

Satz 4.27 — Es sei (V, q) eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform iiber dem
Korper K mit Diskriminante A € K* und C die zugehdorige Cliffordalgebra.

1. Wenn dim(V') gerade ist, ist C' eine zentraleinfache K -Algebra.

2. Wenndim(V) ungerade istund A ¢ K** hat, ist C eine zentraleinfache K [v/A]-
Algebra.

3. Wenn dim(V') ungerade ist und A € K* %, s0 gibt es in C eine Zerlegung 1 =
u_ + uy in Idempotente und eine Produktzerlegung C' = Cu_ x Cu, mit
zentraleinfachen K -Algebren Cu .

Satz 4.28 — Es sei (V, q) eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform iiber dem
Korper K mit Diskriminante A € K* und C die zugehorige Cliffordalgebra. Es be-
zeichne C° C C die Unteralgebra der geraden Elemente.

1. Wenn dim (V') ungerade ist, ist C° eine zentraleinfache K -Algebra.

2. Wenn dim(V') gerade ist und A ¢ K *? ist C° eine zentraleinfache K V-
Algebra.

3. Wenn dim(V') gerade ist und A € K*2, gibt es in C° eine Zerlegung 1 =
u_ + uy in Idempotente und eine Produktzerlegung C° =2 C%u_ x C%u, mit
zentraleinfachen K -Algebren C%u..

Die Beobachtung, daB man fiir C' und C° #hnliche Strukturaussagen erhilt, die
gewissermalfien lediglich in der Dimension der Ausgangsform um 1 verschoben sind,
kann man zumindest fiir gewisse Fille wie folgt prézisieren und erklédren:

Lemma 4.29 — Es sei (V, q) eine symmetrische Bilinearform und ¢’ := (—1) @ ¢
die Form ¢’ ((A\,v), (N,v") = =AX + ¢(v,v’) auf dem Vektorraum V' = keq @ V.
Dann induziert die Abbildung V- — Cl(V',q’), v — eqv, einen Isomorphismus von
k-Algebren ¢ : C1(V, q) — CI°(V', ¢).

Beweis. Fiir p(v) = egv gilt: p(v)? = egvegv = —edv? = q(v,v). Wegen der

universellen Eigenschaft der Cliffordalgebra setzt sich die lineare Abbildung ¢ : V' —
CO(V',¢') zu einem Algebrenhomomorphismus ¢ : C1(V,¢) — C1°(V’,¢’) fort. Das
Bild enthilt alle Elemente der Form e;v und vv’ = (egv)(eov’). Da diese C1°(V”, ¢)
erzeugen, ist ¢ surjektiv. Beide Algebren haben dieselbe k-Dimension. Deshalb ist ¢
ein Isomorphismus. (]
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Cliffordalgebren iiber R und C. Es bezeichne [,, die Einheitsmatrix vom Rang
n und C,, die reelle Cliffordalgebra zur quadratischen Form —1I,,, sowie C/, die reelle
Cliffordalgebra zur quadratischen Form I,,. Die Cliffordalgebren C,, und C, stehen in

der folgenden Rekursionsrelation zueinander:

Lemma4.30 —C, ® C;, = ), , und C], @ Cy = Cyy 0.

Beweis. Es sei f : R"2 — (C! ® (5 die lineare Abbildung mite; — 1®e; fiiri = 1,2
und e; — e; ® ejey fiir i > 2. Dann antikommutieren f(e;) und f(e;) fiir ¢ # j, und
f(e;)? = —1 fiir alle i. Deshalb setzt sich f zu einem Algebrenhomomorphismus
F: Cpy2 — C, ® C fort. Da das Bild alle Erzeuger e; ® 1 und 1 ® e, enthilt, ist F’
surjektiv und aus Dimensionsgriinden ein Isomorphismus. Analog im anderen Fall. [J

Satz 4.31 — Die Cliffordalgebren C,, und C/, sind fiir kleine n wie folgt gegeben:

nlol 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7
Cn | R C H Hx H | M(H) M4(C) Mg(R) | Mg(R) x Mg(R)
C';z R R xR MQ(]R) MQ((C) MQ(H) MQ(H) X MQ(H) (H) Mg((c)

Weiter gilt Cn+8 = (), ®r MlG(R) und C;H—B = C;l Rr MlG(R),

Beweis. Wir wissen schon, daB C; = C, Cy = Hund C; = R x R. Die Abbildung
R? — M>(R) mitey — (9 §)und ez — (§ % ) induziert einen Isomorphismus CJ, =
M5 (R). Das liefert die ersten drei Spalten in der Tabelle des Satzes. Daraus erhilt man
die sukzessive die anderen Spalten mit Hilfe des obigen Lemmas und der Relationen
CeH = M(C), H® H = My(R) sowie M, (K) @ My (K') &2 Mpn(K @ K').
Die letzte Behauptung folgt aus Cp,4 = (C), ® Cy) @ Cy = C,, ® (Cy @ C3) und
Cy ® Ch = My(H) und My (H) @ Ma(H) = My(R). Ebenso fiir CY,. O

Uber den komplexen Zahlen ist jede nicht ausgeartete quadratische Form isomorph
zur Standardform. Die Cliffordalgebra zu einer n-dimensionalen nicht ausgearteten
Form ist deshalb isomorph zu C,, ® C = C] ® C. Wegen C ® C = C x C und
C ® H = M5(C) erhilt man daher durch Komplexifizieren der Tabelle aus Satz 4.31
direkt das folgende Resultat. Dasselbe Ergebnis erhélt man auch aus Satz 4.27 und dem
Satz von Wedderburn 4.22.

Satz 4.32 — Fiir alle n € Ny gilt:

Myns2(C) falls n gerade,

Cp®r C=
® { Mytn—1)/2(C) X Mym-1,2(C) falls n ungerade.
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4.5 Spingruppen

Dieser Abschnitt folgt der Arbeit von Atiyah, Bott, Shapiro: Clifford Modules.

Wie frither bezeichne C = (), die Cliffordalgebra zur Bilinearform ¢(z,y) =
—zty auf V = R". Auf C gibt es einen natiirlichen Automorphimus

CZ:C—>C, a(Ul"'Um)z(—l)mU1"~Um,
d.h. o = idgo und a1 = ide, und einen natiirlichen Antiautomorphismus
)V C—=C (vrvm)t = vm 01

Wir schreiben z = a(z') = a(z)?* fiir die Komposition. Es gilt also v = —v firv € V

und Ty = gz fiir allgemeine x,y € C.

Satz 4.33 — 1. Die Menge " := {x € C* | a(x)vz~! € V fiirallev € V'} ist eine
Untergruppe der Einheitengruppe C'* und heif3t Clifford-Gruppe zur Form q.

2. Fiir jedes x € T ist die Abbildung p(x) : v — a(x)vax~! eine orthogonale Abbil-
dung von V in sich, und p : T' — O(V, q) ist ein Gruppenhomomorphismus.

3. Jeder Vektor v € V' \ {0} liegt inT', und p(v) = s,,.

4. Die Sequenz1 — R* — T' 25 O(n) — 1 ist exakt.

Beweis. 1. Weil « ein Ringhomomorphismus ist, gilt a(zy) = a(z)a(y) firalle z,y €
C*. AuBerdem ist (xy)~! = y~1z~!. Deshalb liegt mit  und y auch xy in I und es
gilt p(zy) = p(z)p(y). Weiter folgt fiir z € T mit der Bezeichnung w = a(z)vz~!
auch a(z~Hw(z~1) =1 = v. Deshalb 4Bt sich v aus w = p(z)(v) rekonstruieren, und
p(x) ist ein Isomorphismus. Weiter durchlduft mit v auch w = p(x)(v) ganz V. Das
zeigt, daB =1 € T'. Daraus folgt die erste Behauptung, und daB p ein Gruppenhomo-
morphismus ist.

2. Weiter erhilt man aus w = «(z)vz~! durch Anwenden des Homomorphismus

—1

«a die Relation —w = a(w) = za(v)a(xr) ™! = —zva(xr)~! und hieraus

lw]? = —w? = (a(x)vz™ ) (zva(z) ™) = a(z)v?a(z) ™! = —|v|%

Folglich ist p(x) eine orthogonale Transformation.

3. Jeder Vektor v € V' \ {0} ist in C invertierbar mit Inversem v~! = —v/|v|?, so
o () (v,)
—vw(—v q(v,w
(w)= ——=> =w — 2 v=8,(w) eV
plo)(w) = 22 1)) — s w)

fiir jedes w € V. Weil jede orthogonale Abbildung sich als Produkt von Spiegelungen
schreiben 14B¢, ist p surjektiv.
4. Es ist klar, daB R* im Kern von p liegt. Es sei umgekehrt 2z € ker(p), d.h.

a(z)v = vz fir alle v € V. Mit der Gradzerlegung z = 2° + 2! iibersetzt sich dies
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0y = v2% und —z'v = va! fir alle v € V. Aber dann ist z° ein

in die Relationen z
gerades Element im Zentrum von C und daher ein Skalar, und z? ist ein ungerades Ele-
ment, das mit C° vertauscht. Nach Lemma 4.25 geht das nur, wenn 21 ein Vielfaches
von w ist (in der Notation des Lemmas) und wenn dim (V') ungerade ist. Aber dann

wiirde 2' sogar mit ganz C' vertauschen. Also ist x! = 0. O

Satz 4.34 — I. Fiir jedes « € T liegt N (z) := zZ in R*. Die Abbildung N : ' — R*
ist ein Gruppenhomomorphismus.

2. Es sei Pin(n) := ker(N). Dann ist die Sequenz
1 — {£1} — Pin(n) 2 O(n) — 1

exakt.

3. Es sei Spin(n) := p~! SO(n). Die Sequenz
1 — {£1} — Spin(n) 2+ SO(n) — 1

exakt. Fiirn > 2 ist Spin(n) wegzusammenhéingend. Insbesondere ist p : Spin(n) —

SO(n) fiirn > 3 die universelle Uberlagerung.

Beweis. Firx € T'und v € V gilt

a(@)w(E) ™ = 2tva(z™) = (oz(afl)vtx)t = a(z M.
Das zeigt, daB Z € T" und daB p(Z) = p(z)~!. Insbesondere ist p(N(x)) = p(zZ) =
idy. Mit anderen Worten, N (I') C ker(p) = K*. Nun folgt N(zy) = zyyz =
z(yy)z = (xZ)(yy) = N(x)N(y). Die Komposition R* — T' X, R* ist die Ab-
bildung a ~— a? mit Kern {#1}. Deshalb ist auch ker(p|pin(v,q)) = {£1}. Jeder
Einheitsvektor v € V liegt in Pin(n). Weil p(v) die Spiegelung an v ist, ist auch
p : Pin(n) — O(n) surjektiv.

Es geniigt zu zeigen, daB es fir n > 2 einen Weg in Spin(n) gibt, der 1 und
—1 verbindet. Es seien dazu ey und e; zwei orthogonale normierte Vektoren in V' und
vy = cos(t)eg+sin(t)e;. Dann liegen auf dem stetigen Weg (t) := —v.vg in Spin(n)
die Punkte y(0) = 1 und v(mw) = —1. O

Wir konstruieren zum Schlufl noch explizite Modelle fiir die komplexen Spindar-
stellungen von Spin(n):

Es sei n = 2m gerade. Wir wihlen einen Isomorphismus C* =2 W & W* von
quadratischen Formen. Die Cliffordalgebra zu C™ wird also von Elementen w € W

und ¢ € W* mit den Relationen
ww' +w'w =0, o' +¢'p=0, pwt+wp=2pw),

fir w,w’ € W, p,¢" € W* erzeugt. Wir konstruieren auf dem 2"*-dimensionalen
Vektorraum M := AW Wirkungen der dufieren Algebren AW und AW™* wie folgt:
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Fir w € W bezeichne e,, : M — M,u — w A u, die dulere Multiplikation
mit w. Offensichtlich ist €2, = 0, und deshalb ist AW — Endc(M), w + e, eine
wohldefinierte Darstellung. Fiir ¢ € W* ist die innere Multiplikation i, : M — M
durch Kontraktion mit ¢ definiert:

ip(ur AL ANug) = Z(—l)i_lgo(ui)ul A AN A A g
i

gegeben. Dabei bedeutet ~ wie iiblich, dal der entsprechende Faktor ausgelassen wird.
Wieder gilt i?a = 0, so daB AW* — End¢(M), ¢ — i, eine wohldefinierte Darstel-
lung ist. Man verifiziert schlieBlich i, e,, + eyi, = @(w)idas.

Nach der universellen Eigenschaft der Cliffordalgebra gibt es genau einen C-Alge-
brenhomomorphismus

® : CI(C") — End¢(M)

mit (w, ) — V2(ew + i,). Der Homomorphismus ® muB injektiv sein, weil sonst
der Kern ein echtes zweiseitiges Ideal der einfachen Algebra CC wire. Andererseits
haben beide Seiten dieselbe Vektorraumdimension 2" = (2™)2. Folglich ist ® ein
Isomorphismus.

Essei M = M° @ M! die Zerlegung der duBeren Algebra in ihre geraden und un-
geraden Teile. Da e, den Grad um genau 1 erhort und %, den Grad um genau 1 senkt,
hat man ®(C") : M° — M M' — MP°. Insbesondere sind M° und M! Untermo-
duln von M beziiglich der Unteralgebra C1°(C"). Weil Spin(n) eine Untergruppe der
Einheitengruppe von C1%(C") erhilt man zwei Darstellungen von Spin(2m) auf den
2m~1_dimensionalen Vektorraumen M und M*.

SchlieBlich besteht fiir ungerades n = 2m + 1 der Isomorphismus Cl(C?™) =
C1°(C?™+1), so daB wir Spin(2m + 1) als Untergruppe der Einheitengruppe von
C1(C?™) auffassen konnen. Der gerade definierte Modul M ist also eine 2-dimen-
sionale Darstellung von Spin(2m + 1).

Zusammengefaft liefert diese Konstruktion also eine Darstellung

p:Spin(2m + 1) — SOam (C)
und zwei Darstellungen

P+, p— 2 Spin(2m) — SOm-1(C).



