Manfred Lehn. Ergédnzung zum Vorlesungsskript Analysis mehrerer Verdnderlicher WS 2012

1 Bewegungsinvarianz des Lebesgue-MaBes
Fiir jeden Vektor b € R"™ bezeichne
T, :R" - R", 2 — b+ x,
die Verschiebung oder Translation um b. Offenbar gilt
TyoTy = Toyy, To=idgn, T, ' =T.

Die Translationen bilden also eine Gruppe, die auf R™ operiert.

Eine o-Algebra 21 C P(R™) ist translationsinvariant, wenn aus A € 2 folgt
T,(A) € 2 fir alle b € R™. Ein MaB v : 2 — [0, oo] auf einer translationsinvarianten
o-Algebra heifit translationsinvariant, wenn v(T;(A)) = v(A) fiir alle A € 2 und alle
b € R™. Weil offene Mengen unter Translationen wieder in offene Mengen abgebildet
werden, ist die o-Algebra der Borel-me3baren Mengen translationsinvariant.

Satz 1.1 — Die o-Algebra 9 der Lebesgue-meBbaren Teilmengen im R™ ist transla-
tionsinvariant. Das Lebesgue-MaB 1 : 9%t — [0, o] ist translationsinvariant.

Beweis. Es ist klar, daB p(7,(Q)) = w(Q) fir jeden Quader @ und jeden Vektor
b € R™. Essei X C R" eine beliebige Teilmenge. Fiir jede abzihlbare Uberdeckung
X c U,, @m durch halboffene Quader folgt: T3,(X) C J,, 75(Qm), und mit der o-
Subadditivitit von g erhilt man: p*(7T5(X)) < > w(Th(Qm)) = >, 1(Qm). Im
Ubergang zum Infimum iiber alle solche Uberdeckungen bleibt: 1* (T5(X)) < p*(X).
Wendet man die Ungleichung auf 73(X) statt X und 7_,; statt T, an, erhdlt man
die umgekehrte Ungleichung p*(X) = u(T_p(TH(X))) < p*(Tp(X)). Das zeigt:
w*(Tp(X)) = p*(X) fir alle X C R™ und alle b € R™. In anderen Worten: Das
duBere MaB p* ist translationsinvariant.

Fiir eine beliebige Lebesgue-meBbare Menge A, einen beliebigen Verschiebungs-
vektor b € R™ und eine beliebige Testmenge X folgt:

pr(X) = u*(T—b(X)) = pH(Tp(X)NA) + p*(Tp(X) \ 4)
Tp(T-p(X) N A)) + p* (T (T (X) \ A))
(XﬂTb(A)) + (X N\ Tp(A)).

Demnach ist 75 (A) Lebesgue-meBbar, also 91 translationsinvariant. Daf} das Lebesgue-
malf translationsinvariant ist, ergibt sich dann aus der Invarianz des dufleren Mafles. [J

Satz 1.2 — Zu jedem translationsinvarianten MaB3 v auf der Borel-Algebra3 C P(R™)

mit v(Q) < oo fiir wenigstens einen Quader () gibt es eine Konstante ¢ € [0, co) mit
v(A) = cpu(A) fiir jedes A € B.



Beweis. 1. Es sei @ ein Quader mit (@) < oco. Weil sich jeder Quader durch endlich
viele Quader der Form T}, (@) iiberdecken 14Bt, folgt aus der Translationsinvarianz und
der o-Subadditivitit von v, daB v(Q’) < oo fiir jeden Quader Q’.

2. Es sei W = (0,1]™ der Einheitswiirfel und ¢ := v(W). Fir jedes N € N
kann man W in N™ disjunkte halboffene Wiirfel der Kantenlinge 1/N zerlegen, die
alle durch Translation ineinander iibergehen und deshalb dasselbe Mal3 unter » haben.
Folglich hat ein Wiirfel W’ der Kantenlénge 1/N das MaB v(W’) = ¢/N™.

3. Es sei nun @ ein halboffener Quader mit Kantenldngen /¢1,...,¢, > 0. Wir
wihlen N > max{1/¢,...,1/¢,} und setzen m; := |¢;N |. Dann kann man @ mit
[I,(m; + 1) Wiirfeln der Kantenldnge 1/N iiberdecken und andererseits in @) wenig-
stens | [, m; Wiirfel der Kantenlinge 1/N disjunkt einbetten. Wegen der o-Additivitit
und der Monotonie von v folgt:

1 c C
Jlti-5) =< Hm =viQ) =

%

[T0ni+1) < CH(eﬁ%).
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Im Grenziibergang fiir N — oo erhilt man

v(Q) = e[ = eu(@).

4. Es sei A eine beliebige meBbare Menge und A C |J,, @n eine Uberdeckung
durch halboffene Quader. Wegen der o-Additivitit von v folgt:

v(A) <D v(Qm) =D pl(Qm).

Im Ubergang zum Infimum iiber alle solche Quaderiiberdeckungen bleibt v(A4) <
cu(A).
5. Es sei A eine beschrinkte meBbare Menge und ) ein Quader mit ) D A. Es
folgt:
v(A) =v(Q) —v(Q\ 4) = cu(Q) — cu(Q \ A) = cp(A).
Zusammengenommen hat man also v(A) = cu(A) fiir jede beschriinkte meBbare Men-
ge A.

6. Ist R™ = |J,,, @m eine abzihlbare Zerlegung in Quader, so folgt fiir eine belie-
bige mefBbare Menge A:

v(A) = v(ANQn) =c Y n(ANQum) = cu(A).

m m
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Die invertierbaren linearen Abbildungen A : R™ — R” bilden eine Gruppe GL,, (R),
die sogenannte allgemeine lineare Gruppe.

Satz 1.3 — Fiir jede Lebesgue-mefBbare Menge X C R"™ und jede Matrix A € R™"*"
ist die Menge A(X) = {Ax | x € X} wieder Lebesgue-mefbar, und es gilt

p(A(X)) = |det(A)] - p(X).



Beweis. Wenn A nicht invertierbar ist, ist das Bild von A in einer Hyperebene enthalten
und daher in jedem Falle eine Nullmenge. Insbesondere ist p(A(X)) = 0, und weil
det(A) = 0, ist die Behauptung wahr.

Wir konnen also im Folgenden annehmen, daB A invertierbar ist. Weil A~! stetig
ist, gehen unter der Multiplikation mit A offene Mengen in offene Menge iiber und
allgemeiner Borel-meBbare Mengen in Borel-meBbare Mengen. Wir setzen v(X) :=
u(A(X)). Weil man jede Aussage iiber v und Mengen X; durch Anwenden von A~1
in Aussagen iiber ;2 und Mengen A~!X iibersetzen kann, ist klar, daB v ein Maf auf
der Borel-Algebra ist. Aulerdem gilt

V(TH(X)) = u(A(TH(X)) = p(Tan(AX)) = p(AX) = v(X)

fiir alle b € R™, weil A(x + b) = Ax + Ab. Das zeigt, daB v translationsinvariant ist.
Es ist klar, daB das Bild A(Q) eines beliebigen abgeschlossenen Quaders beschrinkt
ist, so daB sicher v(Q) = p(A(Q)) < oo. Deshalb ist der Satz iiber die Eindeutig-
keit translationsinvarianter Borelmalfle bis aus skalare Faktoren anwendbar und zeigt:
Es gibt fiir jede invertierbare Matrix A eine Konstante ¢(A) € (0,00) mit v(A4) =
p(A(X)) = ¢(A)u(X), und wir miissen zeigen: ¢(A) = |det(A4)].
Sind A und B invertierbare Matrizen, so folgt aus

(AB)u(Q) = (AB(Q)) = c(A)u(B(Q)) = ¢(A)e(B)u(Q)

fiir jeden Quader @ die Beziehung ¢(AB) = ¢(A)c(B). Mit anderen Worten, die Ab-
bildung ¢ : GL,(R) — R* ist ein Gruppenhomomorphismus. Deshalb kann man sich
im Beweis auf Matrizen von spezieller Form beschrinken.

Es sei A eine Diagonalmatrix mit positiven Eintrigen ai1, . . ., Gny. Ist @ ein Qua-
der mit den Kantenlidngen /1, .. ., £,, dann ist A(Q) ein Quader mit den Kantenldngen
a11f1, - - ., apnty. Es folgt:

A(A)u(Q) = wAQ) = [ [ anti = det(4) [ ti = Idet(4)]u(Q).

Die Behauptung ist also wahr fiir positiv definite Diagonalmatrizen.

Es sei nun A eine orthogonale Matrix, d.h. eine Matrix mit A*A = I. Insbe-
sondere ist det(A) = £1. Die Multiplikation mit orthogonalen Matrizen ist lingen-
treu. Deshalb wird die Einheitskugel B™ im R™ bijektiv in sich abgebildet. Es folgt:
H(B") = u(A(B")) = c(A)u(B"), also c(A) = 1 = |det(A)].

Eine beliebige invertierbare Matrix A besitzt stets eine Produktdarstellung A =
U, DU, mit orthogonalen Matrizen U; und U; und einer positiv definiten Diagonalma-
trix D. Es folgt: ¢(A) = ¢(U1)c(D)c(Usz) = |det(Uy)|det(D)|det(Us)| = |det(A)].

Damit hat man p(A(X)) = |det(A)|u(X)]| fiir jede Borelmenge. Ist schlieRlich X
eine Nullmenge, so gibt es Borelmengen X,, mit X C X, und u(X,) — 0. Es folgt
A(X) € A(X,) und p(A(X,)) = |det(A)|u(X,) — 0. Also ist auch A(X) eine
Nullmenge. Da sich jede Lebesgue-mef3bare Menge aus einer Borelmenge und einer
Nullmenge zusammensetzen 148t, hat man A9 C 9 und p(A(X)) = |det(A)|u(X)
fiir alle X € 901. O

Der Satz macht eine wichtige Bedeutung des Begriffs der Determinanten deutlich:



Folgerung 1.4 — Ist A € R™*"™ eine Matrix mit den Spaltenvektoren Aq, ..., A,
so ist |det(A)| das Volumen des von den Vektoren Ay, ..., A, aufgespannten Spats

S = (X wids |y € [0,1]) = A([0,1]"). 0

Folgerung 1.5 — Der von den Vektoren Ay, ..., A, aufgespannte Spat hat das Vo-
lumen +/det(G), wobei G := ((Ai, A;j))ij=1,..n die Gram-Matrix der Vektoren
Ay, ..., A, bezeichnet.

Beweis. Es ist G = A' A, also det(G) = det(A)2. O

Wiederholung aus der Linearen Algebra:

Fiir jede invertierbare Matrix A ist die Matrix H = A'A symmetrisch und po-
sitiv definit, denn fiir jeden Vektor v # 0 hat man v'Hv = ||Av||> > 0. Es gibt
deshalb nach dem Hauptachsentransformationssatz eine Orthonormalbasis v ..., v,
mit Hv; = A\v; und A\; > 0. Es sei S die Matrix mit Sv; = v/ \v;. Es sei Q die
orthogonale Matrix mit den Spaltenvektoren v;. Es gilt dann SQ = @QD, wo D die
Diagonalmatrix mit den Eintriigen v/\;, i = 1,...,n ist. AuBerdem ist S positiv defi-
nit, und S? = H. Wir setzen AS~! =: U. Aus der Identitit U'U = (S~1)!A*AS~ 1 =
S~1828-1 = I folgt, daB U orthogonal ist. Damit hat man

A=US=UQDQ™' = (UQ)DQ™' = (UQ)DUQ)'U = SU.
Wir konnen dies wie folgt zusammenfassen

Satz 1.6 — Es sei A € R™*™ eine invertierbare Matrix.

1. Es gibt es eine eindeutig bestimmte orthogonale Matrix U und eindeutig be-
stimmte positiv definite symmetrische Matrizen S und S mit A = US = SU.
Diese beiden Zerlegungen heilen Polarzerlegungen von A.

2. Es gibt orthogonale Matrizen Uy, Us und eine positiv definite Diagonalmatrix D
mit A = U1 DU2 .

Beweis. Es ist nur noch die Eindeutigkeit im Teil 1 zu zeigen. Ist A = SU eine Zer-
legung in eine positiv definite symmetrische Matrix S und eine orthogonale Matrix U,
so folgt aus S? = (SU)!(US) = A A, daB S mit der positiv definiten symmetrischen
Matrix B = A! A vertauscht und deshalb alle Eigenriume von B in sich abbilden mu8.
Auflerdem hat die Einschriankung von S auf den Eigenraum zum Eigenwert )\ selbst nur
den Eigenwert v/\. Weil die Einschrinkung symmetrisch und daher diagonalisierbar
ist, ist S eindeutig bestimmt. Damit liegt auch U fest. (]



